
!"#$"% & ’$($)&*

2 10 !"#$$

1. (a) + "’$,-./0)&1$ )2 3’&#$45)).6 7$’"$8$ 3/.924& !ADE & !BFE ’2#)% 4, 2 3/.9240
!FDE ’2#)2 2. :2;4&"$ 3/.9240 !CDF .

E

F
D

C

A

B

!"#$": 6.

%$&$’($.

!" #$"%#&$’ ()"*+,-%

SDFE

SBFE

=
DE

BE
.
SDFE

SADE

=
EF

AE
=→ DE

BE
=

EF

AE
=

1

2
.

/&#0,+ 1-#)"21" (")’3.&4, 3&" BD . AF 5 6-,.+17 &8-’9")41.:+ ABC. ;-,.+1+ FD &8--
’9")41.:+ AFC ,-).& -9" 1+ ,$+ 8+$1"$-).:.< &8-’9")41.:+, "&#0,+

SCDF = SAFD = 6.

(b) + "’$,-./0)&1$ )2 3’&#$45)).6 7$’"$8$ 3/.924& !ADE & !BFE ’2#)% 2, 2 3/.9240
!FDE ’2#)2 1. :2;4&"$ 3/.9240 !CDF .

E

F
D

C

A

B

!"#$": 3.

(c) + "’$,-./0)&1$ )2 3’&#$45)).6 7$’"$8$ 3/.924& !ADE & !BFE ’2#)% 6, 2 3/.9240
!FDE ’2#)2 3. :2;4&"$ 3/.9240 !CDF .
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E

F
D

C

A

B

!"#$": 9.

(d) + "’$,-./0)&1$ )2 3’&#$45)).6 7$’"$8$ 3/.924& !ADE & !BFE ’2#)% 8, 2 3/.9240
!FDE ’2#)2 4. :2;4&"$ 3/.9240 !CDF .

E

F
D

C

A

B

!"#$": 12.

2. (a) @$"* ’2A3’$4$/*$" A,66, 63000 ’,B/$; 3. "’56 &)#$A"&C&.))%6 3’.$1"26: # 3$’#.6 &
#".’.6 ,12D2)2 4.E.4).A"0 3% & 5% -.4.#%E, 2 # "’$"0$6 6% -.4.#%E A.."#$"A"#$))..
?D#$A")., 7". "./01. .4&) &D 3’.$1".# 3’&)$A5" ,12D2)),F 4.E.4).A"0, 2 4#2 4’,-&E /&(0
#$’)," &D)272/0). #/.8$)),F A,66,. ?D#$A"). "218$, 7". @$"* ’2A3’$4$/&/ 4$)0-& "21&6
.B’2D.6, 7".B% $-. -2’2)"&’.#2))%; 4.E.4 (".", 7". .) 3./,7&" # )2&E,4($6 A/,72$) B%/
121 6.8). B./0(&6. G21,F A,66, .) 3’& H".6 #/.8&/ # 3$’#%; 3’.$1"?

!"#$": 30000.

%$&$’($. !’#&4 x1 $)"2-1" $ (-8$7% (8"-:&, x2 $" $&"8"%, + x3 5 $ &8-&.%. ="9,+ !-&> ,")2-1
6+:#.6.?.8"$+&4 min(3x1, 5x2, 6x3). ;+:#.6’6 ,"#&.9+-&#>, :"9,+ 3x1 = 5x2 = 6x3: -#). :+:.--&"
,$- .? ’:+?+117< $-).3.1 1- 8+$17, &" 6"21" ’$-).3.&4 6-14@’0 .? 1.< . ’6-14@.&4 A")4@’0
.? 1.<, 1- ’6-14@.$ "A*-% (8.A7).. B+(8.6-8, -#). 3x1 < 5x2, &" ,"<", 1- ’6-14@.&#>, -#).
’$-).3.&4 x1 . ’6-14@.&4 x2 $()"&4 ," 8+$-1#&$+ 3x1 = 5x2.

C&+:, 1’21" 8+?,-).&4 #’667 $ "&1"@-1.. x1 : x2 : x3 =
1

3
:
1

5
:
1

6
= 10 : 6 : 5. !"D&"6’ x1 =

10

21
S.

(b) @$"* ’2A3’$4$/*$" A,66, 57000 ’,B/$; 3. "’56 &)#$A"&C&.))%6 3’.$1"26: # 3$’#.6 &
#".’.6 ,12D2)2 4.E.4).A"0 4% & 6% -.4.#%E, 2 # "’$"0$6 9% -.4.#%E A.."#$"A"#$))..
?D#$A")., 7". "./01. .4&) &D 3’.$1".# 3’&)$A5" ,12D2)),F 4.E.4).A"0, 2 4#2 4’,-&E /&(0
#$’)," &D)272/0). #/.8$)),F A,66,. ?D#$A"). "218$, 7". @$"* ’2A3’$4$/&/ 4$)0-& "21&6
.B’2D.6, 7".B% $-. -2’2)"&’.#2))%; 4.E.4 (".", 7". .) 3./,7&" # )2&E,4($6 A/,72$) B%/
121 6.8). B./0(&6. G21,F A,66, .) 3’& H".6 #/.8&/ # 3$’#%; 3’.$1"?
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!"#$": x1 : x2 : x3 =
1

4
:
1

6
:
1

9
= 9 : 6 : 4. @.H".6, x1 =

9

19
S = 27000.

(c) @$"* ’2A3’$4$/*$" A,66, 87000 ’,B/$; 3. "’56 &)#$A"&C&.))%6 3’.$1"26: # 3$’#.6 &
#".’.6 ,12D2)2 4.E.4).A"0 3% & 12% -.4.#%E, 2 # "’$"0$6 15% -.4.#%E A.."#$"A"#$))..
?D#$A")., 7". "./01. .4&) &D 3’.$1".# 3’&)$A5" ,12D2)),F 4.E.4).A"0, 2 4#2 4’,-&E /&(0
#$’)," &D)272/0). #/.8$)),F A,66,. ?D#$A"). "218$, 7". @$"* ’2A3’$4$/&/ 4$)0-& "21&6
.B’2D.6, 7".B% $-. -2’2)"&’.#2))%; 4.E.4 (".", 7". .) 3./,7&" # )2&E,4($6 A/,72$) B%/
121 6.8). B./0(&6. G21,F A,66, .) 3’& H".6 #/.8&/ # 3$’#%; 3’.$1"?

!"#$": x1 : x2 : x3 =
1

3
:
1

12
:
1

15
= 20 : 5 : 4. @.H".6, x1 =

20

29
S = 60000.

(d) @$"* ’2A3’$4$/*$" A,66, 75000 ’,B/$; 3. "’56 &)#$A"&C&.))%6 3’.$1"26: # 3$’#.6 &
#".’.6 ,12D2)2 4.E.4).A"0 4% & 10% -.4.#%E, 2 # "’$"0$6 15% -.4.#%E A.."#$"A"#$))..
?D#$A")., 7". "./01. .4&) &D 3’.$1".# 3’&)$A5" ,12D2)),F 4.E.4).A"0, 2 4#2 4’,-&E /&(0
#$’)," &D)272/0). #/.8$)),F A,66,. ?D#$A"). "218$, 7". @$"* ’2A3’$4$/&/ 4$)0-& "21&6
.B’2D.6, 7".B% $-. -2’2)"&’.#2))%; 4.E.4 (".", 7". .) 3./,7&" # )2&E,4($6 A/,72$) B%/
121 6.8). B./0(&6. G21,F A,66, .) 3’& H".6 #/.8&/ # 3$’#%; 3’.$1"?

!"#$": x1 : x2 : x3 =
1

4
:
1

10
:
1

15
= 15 : 6 : 4. @.H".6, x1 =

15

25
S = 45000.

3. (a) AZ & CX I B&AA$1"’&A% "’$,-./0)&12 ABC, 2 Y I &E ".712 3$’$A$7$)&*. :2;4&"$ 4/&),
A".’.)% AC H".-. "’$,-./0)&12, $A/& ↭ABY = 𝜔, 3/.9240 "’$,-./0)&12 ABC ’2#)2 S,
2 3/.924& "’$,-./0)&1.# ABZ & ACX ’2#)%.

!"#$": b =
)︃

2S

sin(2𝜔)
.

%$&$’($. !’#&4 AB = c, BC = a, CA = b. !" &-"8-6- " A.##-:&8.#- BZ : ZC = c : b,

"&:’,+ SABZ =
c

b+ c
SABC . E1+)"9.31" . SACZ =

b

a+ b
SABC . ="9,+ c(a + b) = b(b + c), "&:’,+

ac = b
2. !)"*+,4 &8-’9")41.:+ ABC 8+$1+

1

2
ac sin 2↭ABY = b

2 sin↭ABY cos↭ABY , "&:’,+

b =

)︃
S

sin𝜔 cos𝜔
.

(b) AZ & CX I B&AA$1"’&A% "’$,-./0)&12 ABC, 2 Y I &E ".712 3$’$A$7$)&*. :2;4&"$ 4/&),
A".’.)% AC H".-. "’$,-./0)&12, $A/& sin↭ABY =

1

4
, 3/.9240 "’$,-./0)&12 ABC ’2#)2

36
↑
15, 2 3/.924& "’$,-./0)&1.# ABZ & ACX ’2#)%.

!"#$": 24.

(c) AZ & CX I B&AA$1"’&A% "’$,-./0)&12 ABC, 2 Y I &E ".712 3$’$A$7$)&*. :2;4&"$ 4/&),
A".’.)% AC H".-. "’$,-./0)&12, $A/& sin↭ABY =

1

5
, 3/.9240 "’$,-./0)&12 ABC ’2#)2

32
↑
6, 2 3/.924& "’$,-./0)&1.# ABZ & ACX ’2#)%.

!"#$": 20.

(d) AZ & CX I B&AA$1"’&A% "’$,-./0)&12 ABC, 2 Y I &E ".712 3$’$A$7$)&*. :2;4&"$ 4/&),
A".’.)% AC H".-. "’$,-./0)&12, $A/& sin↭ABY =

1

6
, 3/.9240 "’$,-./0)&12 ABC ’2#)2

25
↑
35, 2 3/.924& "’$,-./0)&1.# ABZ & ACX ’2#)%.

!"#$": 30.

(e) AZ & CX I B&AA$1"’&A% "’$,-./0)&12 ABC, 2 Y I &E ".712 3$’$A$7$)&*. :2;4&"$ 4/&),
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A".’.)% AC H".-. "’$,-./0)&12, $A/& sin↭ABY =
1

7
, 3/.9240 "’$,-./0)&12 ABC ’2#)2

64
↑
3, 2 3/.924& "’$,-./0)&1.# ABZ & ACX ’2#)%.

!"#$": 28.

4. (a) :2;4&"$ 6&)&62/0).$ D)27$)&$ 32’26$"’2 a, 3’& 1.".’.6 6).8$A"#. ’$($)&; ,’2#)$)&*
(2a↓ 7) x↓ y↓6a+21 = 0 &6$$" ’.#). .4), .B9,F ".71, A 6).8$A"#.6 ’$($)&; A&A"$6%

[︃
ax↓ y ↓ 3a+ 4 ↫ 0,

ax+ 2y ↓ 8 ↬ 0.

!"#$": 3.

%$&$’($. C#<",1+> #.#&-6+ 1-8+$-1#&$ (8. :+2,"6 F.:#.8"$+11"6 ?1+3-1.. (+8+6-&8+ a ?+-
,+-& (-8-#-3-1.- ,$’< (")’()"#:"#&-%, 98+1.G+6. :"&"87< >$)>0&#> (8>67- l1 . l2, ?+,+117-
’8+$1-1.>6. ax↓ y ↓ 3a+ 4 = 0 . ax+ 2y ↓ 8 = 0 #""&$-&#&$-11". !’#&4 l3 5 (8>6+>, ?+,+11+>
’#)"$.-6 (2a↓ 7)x↓ y ↓ 6a+ 21 = 0.

H+6-&.6, 3&" -#). (8>67- l1, l2 . l3 1- (8"<",>& 3-8-? ",1’ &"3:’, &" &+:.- ?1+3-1.> (+8+6-&8+
1+6 1- (",<",>&: $ D&"6 #)’3+- (-8-#-3-1.- #""&$-&#&$’0*.< (")’()"#:"#&-% A’,-& (’#&76 61"-
2-#&$"6 .). A’,-& #"#&">&4 .? A-#:"1-31"9" 3.#)+ &"3-:. =+:.6 "A8+?"6, 1-"A<",.676 ’#)"$.-6
,)> .#:"6"9" ?1+3-1.> (+8+6-&8+ >$)>-&#> #’*-#&$"$+1.- "A*-% &"3:. ,)> (8>67< l1, l2 . l3.

B+%,-6 &"3:’ (-8-#-3-1.> (8>67< l1 . l2. I)> D&"9" 1+%,-6 8-@-1.- #.#&-67
[︃
ax↓ y ↓ 3a+ 4 = 0,

ax+ 2y ↓ 8 = 0.

J-@+> --, (")’3.6, 3&" ).A" a = 0, ).A" x = 2, y = 4↓ a. J+##6"&8.6 "A+ #)’3+>.

!8"#&"% (8"$-8:"% ’A-2,+-6#>, 3&" a = 0 1- (",<",.&. =+:.6 "A8+?"6, A(2; 4 ↓ a) 5 &"3:+
(-8-#-3-1.> (8>67< l1 . l2. =-(-84 ?+(.@-6 ’#)"$.- (8"<"2,-1.> (8>6"% l3 3-8-? &"3:’ A:
(")’3.6, 3&" a = 3. /#&+-&#> (8"$-8.&4, 3&" 1+%,-11"- ?1+3-1.- (+8+6-&8+ (",<",.&. !",#&+$.6
a = 3 $ .#<",1’0 #.#&-6’: [︃

y ↬ 3x↓ 5,

y ↬ ↓1,5x+ 4.

K-9:" $.,-&4, 3&" ’ D&"% #.#&-67 1-8+$-1#&$ # (8>6"% y = ↓x+3 &")4:" ",1" 8-@-1.- x = 2, y = 1.

(b) :2;4&"$ 6&)&62/0).$ D)27$)&$ 32’26$"’2 a, 3’& 1.".’.6 6).8$A"#. ’$($)&; ,’2#)$)&*
3ax+ y ↓ 9a↓ 4 = 0 &6$$" ’.#). .4), .B9,F ".71, A 6).8$A"#.6 ’$($)&; A&A"$6%

[︃
ax↓ y ↓ 3a ↬ 0,

(2a↓ 1)x↓ 2y + 8 ↫ 0.

!"#$": ↓1.

(c) :2;4&"$ 6&)&62/0).$ D)27$)&$ 32’26$"’2 a, 3’& 1.".’.6 6).8$A"#. ’$($)&; ,’2#)$)&*
(2a+1)x↓ 2y↓ 6a↓ 3 = 0 &6$$" ’.#). .4), .B9,F ".71, A 6).8$A"#.6 ’$($)&; A&A"$6%

[︃
2ax+ y ↓ 6a↓ 4 ↬ 0,

ax↓ y + 4 ↫ 0.

!"#$": ↓1,5.

© <=>?, 2025



!"#$"% & ’$($)&*

(d) :2;4&"$ 621A&62/0).$ D)27$)&$ 32’26$"’2 a, 3’& 1.".’.6 6).8$A"#. ’$($)&; ,’2#)$)&*
3ax+ 2y ↓ 8 = 0 &6$$" ’.#). .4), .B9,F ".71, A 6).8$A"#.6 ’$($)&; A&A"$62

[︃
(a+ 2)x↓ y ↓ 3a↓ 2 ↫ 0,

ax+ y ↓ 3a ↫ 0.

!"#$": 1.

5. (a) :2;4&"$ 1./&7$A"#. 32’ "21&E )2",’2/0)%E 7&A$/ a & b, 7". a I "’$ED)27).$, b I 7$"%-
’$ED)27).$, 2 &E 3’.&D#$4$)&$ 4$/&"A* )2 9.

!"#$": 2100000.

%$&$’($. L"?6"217 &8. #)’3+>.

i. a ,-).&#> 1+ 9 (&+:.< a 5 100), b 5 )0A"- (&+:.< b 5 9000). =+:.< (+8 3.#-) N1 = 900 000.

ii. a ,-).&#> 1+ 3, 1" 1- ,-).&#> 1+ 9 (&+:.< a 5 200), b ,-).&#> 1+ 3, 1" 1- ,-).&#> 1+ 9 (&+:.<
b 5 2000). =+:.< (+8 3.#-) N2 = 400 000.

iii. a 5 )0A"- (&+:.< a 5 900), b ,-).&#> 1+ 9 (&+:.< b 5 1000). =+:.< (+8 3.#-) N3 = 900 000.

!8. D&"6 (+87 3.#-), 9,- a ,-).&#> 1+ 9 (&+:.< a 5 100), b ,-).&#> 1+ 9 (&+:.< b 5 1000),
("#3.&+17 ,$+2,7. C< :").3-#&$" 8+$1" N4 = 100000.

/A*-- :").3-#&$" (+8: N1 +N2 +N3 ↓N4 = 2100 000.

(b) :2;4&"$ 1./&7$A"#. 32’ "21&E )2",’2/0)%E 7&A$/ a & b, 7". a I "’$ED)27).$, b I 3*"&-
D)27).$, 2 &E 3’.&D#$4$)&$ 4$/&"A* )2 9.

!"#$": 21000000.

(c) :2;4&"$ 1./&7$A"#. 32’ "21&E )2",’2/0)%E 7&A$/ a & b, 7". a I 7$"%’$ED)27).$, b I
3*"&D)27).$, 2 &E 3’.&D#$4$)&$ 4$/&"A* )2 9.

!"#$": 210000000.

(d) :2;4&"$ 1./&7$A"#. 32’ "21&E )2",’2/0)%E 7&A$/ a & b, 7". a I "’$ED)27).$, b I ($A"&-
D)27).$, 2 &E 3’.&D#$4$)&$ 4$/&"A* )2 9.

!"#$": 210000000.

6. (a) @,A"0 H I ".712 3$’$A$7$)&* #%A." .A"’.,-./0).-. "’$,-./0)&12 ABC. !1’,8).A"0,
.3&A2))2* .1./. "’$,-./0)&12 ABH, 12A2$"A* 3’*6.; AC. :2;4&"$ 1.A&),A ,-/2 BCA,
$A/& AH = 1, AB = 3

↑
11.

!"#$": 0,1

%$&$’($. !’#&4 M 5 "#1"$+1.- $7#"&7 : #&"8"1- AC, AH

AB
= k, ↭ACB = 𝜀. !" #$"%#&$’ <"8,7

. :+#+&-)41"%
↭CAH = ↭ABH = 90→ ↓ ↭ACB = 90→ ↓ 𝜀.

M ,8’9"% #&"8"17
↭CBM = 90→ ↓ ↭ACB = 90→ ↓ 𝜀.

!"D&"6’ ’9)7 ABM . CBM 8+$17, ?1+3.& BM 5 A.##-:&8.#+ . $7#"&+ &8-’9")41.:+ ABC, .
D&"& &8-’9")41.: >$)>-&#> 8+$1"A-,8-1176. !" &-"8-6- #.1’#"$ ,)> &8-’9")41.:+ ABH

AB

sin↭AHB
=

AH

sin↭ABH
↔→ AB

sin (180→ ↓ 𝜀)
=

AH

sin (90→ ↓ 𝜀)
=→ tg𝜀 =

AB

AH
=

1

k
.
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/&#0,+ #)-,’-&, 3&"

cos𝜀 =
1]︃

tg2 𝜀+ 1
=

k↑
k2 + 1

= 0,1.

(b) @,A"0 H I ".712 3$’$A$7$)&* #%A." .A"’.,-./0).-. "’$,-./0)&12 ABC. !1’,8).A"0,
.3&A2))2* .1./. "’$,-./0)&12 ABH, 12A2$"A* 3’*6.; AC. :2;4&"$ 1.A&),A ,-/2 BCA,
$A/& AH = 1, AB = 2

↑
6.

!"#$": 0,2

(c) @,A"0 H I ".712 3$’$A$7$)&* #%A." .A"’.,-./0).-. "’$,-./0)&12 ABC. !1’,8).A"0,
.3&A2))2* .1./. "’$,-./0)&12 ABH, 12A2$"A* 3’*6.; AC. :2;4&"$ 1.A&),A ,-/2 BCA,
$A/& AH = 3, AB =

↑
91.

!"#$": 0,3

(d) @,A"0 H I ".712 3$’$A$7$)&* #%A." .A"’.,-./0).-. "’$,-./0)&12 ABC. !1’,8).A"0,
.3&A2))2* .1./. "’$,-./0)&12 ABH, 12A2$"A* 3’*6.; AC. :2;4&"$ 1.A&),A ,-/2 BCA,
$A/& AH = 2, AB =

↑
21.

!"#$": 0,4

7. (a) :2;4&"$ 1./&7$A"#. #A$E 32’ )2",’2/0)%E 7&A$/ x, y, 3’& 1.".’%E #$’). ’2#$)A"#. 4
↑
10x+

x2 + x+ 5y = 102101.

!"#$": 840.

%$&$’($. H+6-&.6, 3&" 3.#)" x ,")21" ,-).&4#> 1+ 4. =+:2- ?+6-&.6, 3&" -#). x ↫ 2100 · 4,
&" 4

↑
10x + x

2 + x < 102101, + -#). x ↬ 2101 · 4, &" 4
↑
10x + x

2 + x > 102101. !"D&"6’ -#). ,)>
1+&’8+)41"9" x ↫ 2100 · 4 $78+2-1.- 4

↑
10x + x

2 + x ,-).&#> 1+ 5, &" 1+%,-&#> &+:"- 1+&’8+)41"-
y, 3&" &8-A’-6"- 8+$-1#&$" A’,-& $-8176.

L78+2-1.- 4
↑
10x ,-).&#> 1+ 10, + $78+2-1.- x

2 + x ,-).&#> 1+ 5 &")4:" $ &"6 #)’3+-, :"9,+
x .6--& "#&+&": 0 .). 4 (8. ,-)-1.. 1+ 5. =+:.6 "A8+?"6, 1+6 (",<",>& &+:.- 1+&’8+)417-
x ↫ 2100 · 4, :"&"87- ,-)>&#> 1+ 4 . .6-0& "#&+&": 0 .). 4 (8. ,-)-1.. 1+ 5. =" -#&4 D&" 3.#)+
$.,+ 20t . 20t + 4. =+:.< 3.#-) "& 1 ," 2100 · 4 A’,-& 8"$1" 840, . ,)> :+2,"9" .? 1.< 1+%,-&#>
8"$1" ",1" 1+&’8+)41"- y.

(b) :2;4&"$ 1./&7$A"#. #A$E 32’ )2",’2/0)%E 7&A$/ x, y, 3’& 1.".’%E #$’). ’2#$)A"#. 4
↑
10x+

x2 + 2x+ 5y = 103102.

!"#$": 1240.

(c) :2;4&"$ 1./&7$A"#. #A$E 32’ )2",’2/0)%E 7&A$/ x, y, 3’& 1.".’%E #$’). ’2#$)A"#. 4
↑
10x+

x2 ↓ 3x+ 5y = 102302.

!"#$": 920.

(d) :2;4&"$ 1./&7$A"#. #A$E 32’ )2",’2/0)%E 7&A$/ x, y, 3’& 1.".’%E #$’). ’2#$)A"#. 4
↑
10x+

x2 + 3x+ 5y = 103301.

!"#$": 1320.

8. (a) :2 D2)*"&& 3. J&D1,/0",’$ ,7&"$/0 ’2AA"2#&/ n (1./0)&1.# # ($’$)-, # A/,72;).6 3.-
’*41$ (/FB.; 3.’*4.1 ’2#).#$’.*"$)), 2 D2"$6 3.3’.A&/ A"2’.A", #%7&A/&"0 1./&7$A"#.
32’ (1./0)&1.#, # 1.".’%E A".*9&; A3’2#2 )&8$, 7$6 A".*9&; A/$#2 (6$84, (1./0)&12-
6& # 32’$ 6.-," A".*"0 & 4’,-&$ (1./0)&1&). G21.#2 #$’.*").A"0, 7". A"2’.A"2 3./,7&/
7&A/. C2

n
↓ 2? ?D#$A")., 7". #A$ (1./0)&1& # 1/2AA$ ’2D).-. ’.A"2.
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!"#$":
n↓ 2 + C2

n↑1

n!
.

%$&$’($. M&+8"#&+ 6"2-& $73.#).&4 &8-A’-6"- 3.#)" #)-,’0*.6 "A8+?"6: (’#&4 :+2,7%
@:")41.: ("#3.&+-& :").3-#&$" @:")41.:"$ #(8+$+ "& 1-9", 1.2- -9" (" 8"#&’. !"#)- D&"9"
#&+8"#&- ,"#&+&"31" #)"2.&4 $#- 3.#)+, :"&"87- ("#3.&+). $#- @:")41.:.. H+6-&.6, 3&" "A*--
3.#)" (+8 8+$1" C

2
n, . D&" 3.#)" "&).3+-&#> "& ,+11"9" 1+ 2, ("D&"6’ ).@4 $ ,$’< (+8+< ("8>,":

@:")41.:"$ (" 8"#&’ (8"&.$"(")"217%. H1+3.&, ).A" ,$+ @:")41.:+ 1+?$+). 3.#)", "&).3+0-
*--#> "& 6+:#.6+)41" $"?6"21"9" ,)> .< ("?.G.., 1+ -,.1.G’ (#8-,. D&.< @:")41.:"$ 1- 6"9)"
A7&4 ("#)-,1-9" $ @-8-19-), ).A" 8"$1" ",.1 @:")41.: 1+?$+) 3.#)", 6-14@-- 6+:#.6+)41" $"?-
6"21"9" 1+ 2 (D&" 1- 6"9)" (")’3.&4#> ,)> ("#)-,1-9" . (8-,("#)-,1-9" @:")41.:"$). L .&"9-

(")’3+-6 C
2
n↑1 + (n↓ 2) $+8.+1&"$. L-8">&1"#&4 8+$1+

n↓ 2 + C
2
n↑1

n!
.

(b) :2 D2)*"&& 3. J&D1,/0",’$ ,7&"$/0 ’2AA"2#&/ 9 (1./0)&1.# # ($’$)-, # A/,72;).6 3.-
’*41$ (/FB.; 3.’*4.1 ’2#).#$’.*"$)), 2 D2"$6 3.3’.A&/ A"2’.A", #%7&A/&"0 1./&7$A"#.
32’ (1./0)&1.#, # 1.".’%E A".*9&; A3’2#2 )&8$, 7$6 A".*9&; A/$#2 (6$84, (1./0)&12-
6& # 32’$ 6.-," A".*"0 & 4’,-&$ (1./0)&1&). G21.#2 #$’.*").A"0, 7". A"2’.A"2 3./,7&/
7&A/. 34? ?D#$A")., 7". #A$ (1./0)&1& # 1/2AA$ ’2D).-. ’.A"2. !"#$" .1’,-/&"$ 4. ($A"&
D)21.# 3.A/$ D23*".;.

!"#$": 0,000096.

(c) :2 D2)*"&& 3. J&D1,/0",’$ ,7&"$/0 ’2AA"2#&/ 8 (1./0)&1.# # ($’$)-, # A/,72;).6 3.-
’*41$ (/FB.; 3.’*4.1 ’2#).#$’.*"$)), 2 D2"$6 3.3’.A&/ A"2’.A", #%7&A/&"0 1./&7$A"#.
32’ (1./0)&1.#, # 1.".’%E A".*9&; A3’2#2 )&8$, 7$6 A".*9&; A/$#2 (6$84, (1./0)&12-
6& # 32’$ 6.-," A".*"0 & 4’,-&$ (1./0)&1&). G21.#2 #$’.*").A"0, 7". A"2’.A"2 3./,7&/
7&A/. 26? ?D#$A")., 7". #A$ (1./0)&1& # 1/2AA$ ’2D).-. ’.A"2. !"#$" .1’,-/&"$ 4. ($A"&
D)21.# 3.A/$ D23*".;.

!"#$": 0,000670.

(d) :2 D2)*"&& 3. J&D1,/0",’$ ,7&"$/0 ’2AA"2#&/ 7 (1./0)&1.# # ($’$)-, # A/,72;).6 3.-
’*41$ (/FB.; 3.’*4.1 ’2#).#$’.*"$)), 2 D2"$6 3.3’.A&/ A"2’.A", #%7&A/&"0 1./&7$A"#.
32’ (1./0)&1.#, # 1.".’%E A".*9&; A3’2#2 )&8$, 7$6 A".*9&; A/$#2 (6$84, (1./0)&12-
6& # 32’$ 6.-," A".*"0 & 4’,-&$ (1./0)&1&). G21.#2 #$’.*").A"0, 7". A"2’.A"2 3./,7&/
7&A/. 19? ?D#$A")., 7". #A$ (1./0)&1& # 1/2AA$ ’2D).-. ’.A"2. !"#$" .1’,-/&"$ 4. ($A"&
D)21.# 3.A/$ D23*".;.

!"#$": 0,003968.

(e) :2 D2)*"&& 3. J&D1,/0",’$ ,7&"$/0 ’2AA"2#&/ 6 (1./0)&1.# # ($’$)-, # A/,72;).6 3.-
’*41$ (/FB.; 3.’*4.1 ’2#).#$’.*"$)), 2 D2"$6 3.3’.A&/ A"2’.A", #%7&A/&"0 1./&7$A"#.
32’ (1./0)&1.#, # 1.".’%E A".*9&; A3’2#2 )&8$, 7$6 A".*9&; A/$#2 (6$84, (1./0)&12-
6& # 32’$ 6.-," A".*"0 & 4’,-&$ (1./0)&1&). G21.#2 #$’.*").A"0, 7". A"2’.A"2 3./,7&/
7&A/. 13? ?D#$A")., 7". #A$ (1./0)&1& # 1/2AA$ ’2D).-. ’.A"2. !"#$" .1’,-/&"$ 4. ($A"&
D)21.# 3.A/$ D23*".;.

!"#$": 0,019444.

9. (a) ?6$$"A* 32/&"’2 &D )$A1./01&E ’2D/&7)%E .""$)1.# C#$".#. ?D#$A")., 7". #A$ .""$)1& &D
)$5 1’.6$ A&’$)$#.-. A.7$"2F"A* A ’2D)%6 1./&7$A"#.6 4’,-&E .""$)1.# 32/&"’% (#1/F-
72* A&’$)$#%;), 2 A&’$)$#%; A.7$"2$"A* ’.#). A 13-F. G21.$ )2&6$)0($$ 1./&7$A"#. ."-
"$)1.# 6.8$" B%"0 # "21.; 32/&"’$?

!"#$": 26.
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%$&$’($. N#). #8-,. $#-< "#&+)417< "&&-1:"$ (A-? #.8-1-$"9") -#&4 "&&-1": A, :"&"87% #"3-&+-
-&#> #" $#-6. ,8’9.6., &" :+2,7% #"3-&+-&#> (" :8+%1-% 6-8- # ",1.6 "&&-1:"6, #)-,"$+&-)41",
$ 98’((- "#&+)417< :").3-#&$+ #"3-&+0*.<#> "&&-1:"$ 8+#(8-,-)-17 &+:: 1, 2, 3, . . . , n↓ 1, 9,-
n 5 "A*-- :").3-#&$" "&&-1:"$ $ (+).&8-. O,+).$ .? 98’((7 "#&+)417< "&&-1:"$ ,$+: "&&-1":
A . &"&, :"&"87% #"3-&+-&#> &")4:" # A (&. -. .6-0*-9" 8"$1" 1 P,8’2-#&$-117%Q "&&-1":), ("-
)’3.6 +1+)"9.31’0 #.&’+G.0, &")4:" $6-#&" n ↓ 1 A’,-& n ↓ 3. =+:, ("(+81" ’,+)>> "&&-1:.,
67 (8.,-6 : #.&’+G.., :"9,+ .? 98’((7 "#&+)417< ).A" ’,+)-17 $#-, ).A" "#&+)#> ",.1, :"&"-
87% #"3-&+-&#> # #.8-1-$76. !8. :+2,"6 ’,+)-1.. 3.#)" "&&-1:"$, #"3-&+0*.<#> # #.8-1-$76,
’6-14@+-&#> 1+ 1. H1+3.&, A7). ’,+)-17 ).A" 26 "&&-1:"$, . &"9,+ .< "A*-- :").3-#&$" 8+$1"
27, ).A" ’,+)-17 24 "&&-1:+, . (8. D&"6 ",.1 "#&+)#>: $ D&"6 #)’3+- (")’3+-6 3.#)" 26. N#).
#8-,. "#&+)417< (:8"6- #.8-1-$"9") 1-& "&&-1:+, :"&"87% #"3-&+-&#> #" $#-6., &" 6-2,’ 1.6.
:").3-#&$+ $"?6"217< #"3-&+1.% 8+#(8-,-)-17 &+:: 0, 1, 2, . . . , n ↓ 2. L D&"6 #)’3+-, -#). ’,+-
).&4 &"& "&&-1":, :"&"87% 1. # 3-6 1- #"3-&+-&#>, &" (")’3.&#> (8-,7,’*+> #.&’+G.> – "&&-1":,
#"3-&+0*.%#> # n ↓ 2 ,8’9.6., #"3-&+-&#> #" $#-6. "#&+$@.6.#> :8"6- 1-9". !"D&"6’ $ D&"6
#)’3+- 3.#)" "&&-1:"$ 8+$1" 27 .). 28.

(b) ?6$$"A* 32/&"’2 &D )$A1./01&E ’2D/&7)%E .""$)1.# C#$".#. ?D#$A")., 7". #A$ .""$)1& &D
)$5 1’.6$ /&6.)).-. A.7$"2F"A* A ’2D)%6 1./&7$A"#.6 4’,-&E .""$)1.# 32/&"’% (#1/F-
72* /&6.))%;), 2 /&6.))%; A.7$"2$"A* ’.#). A 12-F. G21.$ )2&6$)0($$ 1./&7$A"#. ."-
"$)1.# 6.8$" B%"0 # "21.; 32/&"’$?

!"#$": 24.

(c) ?6$$"A* 32/&"’2 &D )$A1./01&E ’2D/&7)%E .""$)1.# C#$".#. ?D#$A")., 7". #A$ .""$)1& &D
)$5 1’.6$ B.’4.#.-. A.7$"2F"A* A ’2D)%6 1./&7$A"#.6 4’,-&E .""$)1.# 32/&"’% (#1/F72*
B.’4.#%;), 2 B.’4.#%; A.7$"2$"A* ’.#). A 15-F. G21.$ )2&6$)0($$ 1./&7$A"#. .""$)1.#
6.8$" B%"0 # "21.; 32/&"’$?

!"#$": 30.

(d) ?6$$"A* 32/&"’2 &D )$A1./01&E ’2D/&7)%E .""$)1.# C#$".#. ?D#$A")., 7". #A$ .""$)1& &D
)$5 1’.6$ B&’FD.#.-. A.7$"2F"A* A ’2D)%6 1./&7$A"#.6 4’,-&E .""$)1.# 32/&"’% (#1/F-
72* B&’FD.#%;), 2 B&’FD.#%; A.7$"2$"A* ’.#). A 14-F. G21.$ )2&6$)0($$ 1./&7$A"#.
.""$)1.# 6.8$" B%"0 # "21.; 32/&"’$?

!"#$": 28.

10. (a) K2AA62"’&#2F"A* 6).-.7/$)% #&42 P (x) = x7+a1x6+a2x5+a3x4+a4x3+a5x2+a6x+128 A
)$."’&C2"$/0)%6& 1.HJJ&C&$)"26& a1, a2, a3, a4, a5, a6, &6$F9&$ 3. A$60 4$;A"#&"$/0)%E
1.’)$; ()$ .B*D2"$/0). ’2D/&7)%E). G21.$ )2&6$)0($$ D)27$)&$ 6.8$" &6$"0 P (8)?

!"#$": 10000000.

%$&$’($. !"#:")4:’ 61"9"3)-1 .6--& 7 ,-%#&$.&-)417< :"81-%, -9" 6"21" ?+(.#+&4 $ $.,-
P (x) = (x↓ x1) . . . (x↓ x7), 9,- x1, . . . , x7 5 :"81. 61"9"3)-1+. ="9,+

P (0) = (↓1)7 · x1 · . . . · x7 = 128 ↔→ x1 · . . . · x7 = ↓128.

C? ’#)"$.>, 3&" $#- :"DFF.G.-1&7 61"9"3)-1+ 1-"&8.G+&-)417, (")’3+-6, 3&" (8. x ↬ 0 P (x) >
0. M)-,"$+&-)41", $#- :"81. 61"9"3)-1+ "&8.G+&-)417.

M,-)+$ ,)> ’,"A#&$+ ?+6-1’ y1 = ↓x1, . . . , y7 = ↓x7, (")’3.6 P (8) = (8+ y1) · . . . · (8+ y7). B’21"
6.1.6.?.8"$+&4 ,+11"- $78+2-1.- (8. y1, . . . , y7 > 0, y1 · . . . · y7 = 128.

J+##6"&8.6 $78+2-1.>
[︃
A = (8 + y1)(8 + y2) = 64 + 8(y1 + y2) + y1y2,

B = (8 +
↑
y1y2)2 = 64 + 16

↑
y1y2 + y1y2.
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!"#:")4:’ #8-,1-- +8.F6-&.3-#:"- 1- 6-14@- #8-,1-9" 9-"6-&8.3-#:"9"

↑
y1y2 ↫

y1 + y2

2
,

(")’3.6 A ↬ B, (8.3R6 ,+117- $78+2-1.> 8+$17 (8. y1 = y2. E1+)"9.31"- ?+:)03-1.- 6"21"
#,-)+&4 ,)> "#&+)417< (+8 (-8-6-117<. =+:.6 "A8+?"6, P (8) (8.1.6+-& 6.1.6+)41"- ?1+3-1.-
(8.

y1 = y2 = . . . = y7 =
7
↑
128.

!")’3+-6 "&$-&: 1+.6-14@-- ?1+3-1.- P (8) =
⌊︃
8 + 7

↑
128

⌋︃7
= 107.

(b) K2AA62"’&#2F"A* 6).-.7/$)% #&42 P (x) = x7+a1x6+a2x5+a3x4+a4x3+a5x2+a6x+128 A
)$."’&C2"$/0)%6& 1.HJJ&C&$)"26& a1, a2, a3, a4, a5, a6, &6$F9&$ 3. A$60 4$;A"#&"$/0)%E
1.’)$; ()$ .B*D2"$/0). ’2D/&7)%E). G21.$ )2&6$)0($$ D)27$)&$ 6.8$" &6$"0 P (16)?

!"#$": 612220032.

(c) K2AA62"’&#2F"A* 6).-.7/$)% #&42 P (x) = x7+ a1x6+ a2x5+ a3x4+ a4x3+ a5x2+ a6x+37 A
)$."’&C2"$/0)%6& 1.HJJ&C&$)"26& a1, a2, a3, a4, a5, a6, &6$F9&$ 3. A$60 4$;A"#&"$/0)%E
1.’)$; ()$ .B*D2"$/0). ’2D/&7)%E). G21.$ )2&6$)0($$ D)27$)&$ 6.8$" &6$"0 P (6)?

!"#$": 4782969.

(d) K2AA62"’&#2F"A* 6).-.7/$)% #&42 P (x) = x7+ a1x6+ a2x5+ a3x4+ a4x3+ a5x2+ a6x+37 A
)$."’&C2"$/0)%6& 1.HJJ&C&$)"26& a1, a2, a3, a4, a5, a6, &6$F9&$ 3. A$60 4$;A"#&"$/0)%E
1.’)$; ()$ .B*D2"$/0). ’2D/&7)%E). G21.$ )2&6$)0($$ D)27$)&$ 6.8$" &6$"0 P (12)?

!"#$": 170859375.
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